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Unidad N° 2 - Funciones

1. Introduccion

A partir del tfrabajo realizado con conjuntos numéricos, y el producto cartesiano
enfre dos conjuntos no vacios, se puede representar en un sistema de ejes
cartesianos ortogonales a un punto P del plano, que le queda asignada una
abscisa x y una ordenada y. Esta abscisa y ordenada se llaman coordenadas del
punfo P y se indican mediante un par ordenado (x;y), como puede verse en el
grafico que se muestra a continuacion.

Grdfico del Plano Cartesiano:

Sugerencia para interactuar con GeoGebra:

Utilizar vista grafica 2

lcono de cursor

lcono de punto para ubicar puntos en el plano.
En caso de tener fres elementos que queremos indicar en un cierto orden, los
podemos expresar mediante una terna ordenada, por ejemplo, P(x; y; z).
Sugerencia para interactuar con GeoGebra:

Utilizar vista grafica 3

lcono de cursor

lcono de punto para ubicar puntos en el plano.
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Actividad N° 1

a) Marcar un punto en el tercer cuadrante, luego tomar el opuesto de cada
coordenada. §Qué punto marcaste? 3A qué cuadrante pertenece?

b) sEl punto (0; 5) pertenece al primer o segundo cuadrante?

c) sEl punto (0; 0) a qué cuadrante pertenece?

d) Establecer la forma del par ordenado de los puntos del semieje positivo de
las abscisas.

e) Establecer la forma del par ordenado de los puntos del semieje positivo de
las ordenadas.

f) Establecer la forma del par ordenado de los puntos del semieje negativo
de las abscisas.

g) Establecer la forma del par ordenado de los puntos del semieje negativo

de las ordenadas.

Actividad N° 2: Investigar cudl es la diferencia entre cuadrantes y semiejes.
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2. Relaciones entre conjuntos no vacios

Definicién:

Dado un conjunto A que llamaremos conjunto de partida, un conjunto B que
llamaremos conjunto de llegada y un conjunto G que llamaremos conjunto grdfico, tal
que GC (A x B), se llama relaciéon R de A en B, y se anota: R: A - B/G a la terna:

R = (A;B;G)

Por ser G el conjunto de los pares ordenados (x; y), para los cuales se verifica x Ry,

esdecirr xRy & (x;y) € G, acordamos en considerarlas expresiones equivalentes.

Ejemplo 1:
Sea R=(4;B;G) donde A ={1;3;5;7}, B=1{2;3;4} de manera que xRy es und

relacion tal que se cumple que “x es mayor que y", entonces serd
G =1{(3;2);(5;2);(5;3);(54); (7;2); (7;3); (7;4)}.

Si graficamos a R mediante el diagrama de Venn, tenemos:

Su representacion en forma de tabla se denomina Tabla de valores.

Observacion: Los graficos
anteriores nos dan ideade la
relacion de cada elemento con su
imagen, pero no nos presentan una
idea de agrupacion de los puntos
producto de larelacion en e plano.
El gréfico que nos da estaideaes
el gréfico cartesiano.

N[ N| N| o O] O] W xR
Al W N M| WO | N
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Su representacion cartesiana se conoce como Grdfica de la relacion.

2.1. Dominio, Codominio

Definicién:

Se llama dominio de R al conjunto que se denotard: Dr={x € A/ay € BA(x;y) € G}
Se llama codominio de R o conjunto imagen, al conjunto que se denotara:

Cr={yeB/axeAn(xy) € G}

2.2. Variables

Se llama variable x a un elemento genérico del conjunto de partida de la
relacion.

Se llama variable y a un elemento genérico del conjunto de llegada de la

relacion.

2.3. Relacion inversa

Definicién:

Sea R = (4;B;G), se llama relacién inversa de R a la relacién R~ = (B; 4;G™1) donde
Gt ={r;x)/(x;y) € G}

2.4. Funcion

De las relaciones que se pueden establecer entre distintos conjuntos no vacios,

interesan aquellas que hacen corresponder a cada elemento del primer conjunto,

4
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un Unico elemento del segundo conjunto. Este tipo de relaciones recibe el

nombre particular de relacién funcional o funcién.

Nota: al conjunto G, en una relacion funcional, lo designaremos con F.

Definicién:

aF

Dados dos conjuntos A y B no vacios, llamaremos funcién f de A en B, y la
indicaremos f: A —» B, a toda relacion (A; B; F) en la que se verifica que para todo

x perteneciente a A, existe un Unico y perteneciente a B, tal que (x;y) pertenece

Importante:

A partir de la definicidon podemos asegurar que:

Toda funcidén es una relacion.

El dominio de una funcidn f:A - B debe coincidir con el conjunto de
partida de la relacion, es decir: Dy = A.

Se infroduce una nueva notacidén equivalente a las anteriores. Indicaremos
con f(x), que se lee "f de x", a la imagen de x por la funcién f. Por lo
tanto, es una equivalenciax fy © y = f(x)

A cada x de A le corresponde un Unico y de B (que se llama imagen de x
por la funcion f). Por esta razén, podemos utilizar el criterio grdfico. Si
trazamos rectas paralelas al eje de las vy, la grdfica de la funcidon debe
cortarse en un solo punto.

No basta expresar la formula de una funcidon para determinarla. Se debe
especificar el dominio y el conjunto de llegada. La férmula no es la funcién
sino que solo determina el conjunto F de pares ordenados.

Al no aclarar cudl es el dominio no queda bien determinado cudl es el
conjunto de pares ordenados en cuestion.

Una funcidn modeliza una situacion en la que existe una relacidn de

dependencia entre dos variables que intervienen en dicha situacion.
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Ejemplos:

* El precio del combustible estd relacionado con el precio del petrdleo.

* La presion atmosférica estd relacionada con la altura de la localidad.

#* El volumen de una cagja eta relacionado con su formato.

#* El precio de utilizar internet depende de la velocidad de conexion.

#* El nivel de contaminacion ambiental de una ciudad estd relacionado con
el nUmero de automaviles que transiten sus calles.

#* En el caso de la tabla siguiente se puede observar, para la ciudad de
Codrdoba, los milimetros de lluvia promedio caida en cada uno de los meses de
2006.

Mes del ano Precipitacion (promedio mensual)
Enero 134,86 mm
Febrero 117,38mm
Marzo 122,62mm
Abril 81,08mm
Mayo 20,40 mm
Junio 17,43 mm
Julio 10,78mm
Agosto 25,46mm
Septiembre 25,85mm
Octubre 78,23mm
Noviembre 146,63mm
Diciembre 167,93mm

Esta relacion entre el fendmeno meteoroldgico y el mes del ano se puede

representar por la funcion: f:{xe€Z /1 <x <12} > R en este caso la variable

independiente es el mes del ano, y la lluvia promedio mensual registrada es la

variable dependiente.
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2.4.1. La importancia del dominio
En los siguientes grdficos se observa como la misma relacion entre la variable
independiente y la dependiente devuelve distintas graficas segin el dominio

elegido, a saber:

Ejemplo 1:

Funcidn de ley f(x) = x

a) iN->N/f(x) =x

b)f:Z->Z[)f(x)=x

Ejemplo 2: Funcién de ley f(x) = x?
a) f+Z - No/ f(x) = x?
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b) f:R—> R/ f(x) = x?

2.4.2. Inversa de una funcion

Para que una funcidn admita inversa debe ser biyectiva, es decir, debe ser

inyectiva y suryectiva al mismo tiempo.

f = (4; B; F) es una funcién biyectiva < = = (B; A; F~1) es funcion.

2.4.3 Funcion inyectiva:

Se dice que una funcion es inyectiva cuando a elementos distintos del dominio le
corresponden imdgenes distintas.

En simbolos:

Sea f: A - B, se dice inyectiva cuando Vx;,x, € A/ X1 # x5 €S f(x1) # f(x)

Criterio grdfico: Si al frazar paralelas al eje de las abscisas la grafica de la funcién

se corta en un sélo punto, entonces decimos que la funcidn es inyectiva.

Sea la funcidn de ley f(x) = x® cuya grdfica es:
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Vemos que se cumple el criterio grafico y por lo tanto la funcién es inyectiva.
Si consideramos una nueva funcidon polindmica, como la que se puede observar
en el siguiente grdfico, vemos como no se cumple el criterio grafico ya que la

recta corta a la funcidén en mds de un punto.

2.4.4 Funcion suryectiva o sobreyectiva:

Se dice que una funcion es suryectiva si su conjunto imagen es igual al conjunto
de llegada en la terna expresada.

Sea f:A - B, se dice suryectiva o sobreyectiva cuando C; = B

Sea la funcién cuya ley es f(x) = x3 cuya grdfica puede observarse en uno de los
ejemplos anteriores, se dice que es suryectiva o sobreyectiva ya que el
Codominio coincide con el conjunto de llegada.

Para el caso siguiente, si se define la funcidon f: R - R /f(x) = —x? cuya grdfica es:
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No es suryectiva ya que su codominio no coincide con el conjunto de llegada

porque Cr =Ry y B=R

2.4.5 Funcion biyectiva:

Se dice que una funcidn es biyectiva si es inyectiva y suryectiva a la vez.

Retomando la definicidon de funcidn biyectiva, dada en el apartado 2.4.2., una
funcion biyectiva es tal que su relacion inversa cumple con las dos condiciones
para ser funcion, por lo tanto, admite funcidn inversa. Las funciones biyectivas son
llamadas correspondencias biunivocas.

Volviendo al ejemplo anterior:

f:R-> R /f(x) =—x* no esinyectiva ni suryectiva. Sin embargo, se puede restringir
el dominio y el conjunto de llegada al Codominio, de manera tal de definir una

nueva funcién que sea biyectiva. Por ejemplo: g: Ry —» Ry /g(x) = —x2

2.5. Funciones escalares

Definicion

Se dice que una funcion f:A - B/y = f(x) es una funcion de reales en reales o
una funcion escalar si el dominio A y el conjunto de llegada B son subconjuntos
de los numeros reales.

Para estas funciones daremos solo la ley, considerando como dominio a todos los
valores reales que la cumplen y den como resultado un nUmero real. Se llama

dominio de definicion.

10



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL
FACULTAD REGIONAL SAN NICOLAS

2.5.1. Caracteristicas de las funciones escalares

Ceros o raices de una funciéon

Un elemento x del dominio de una funcion escalar es un cero o raiz de f

f(x)=0

Paridad

Se dice que una funcion escalar es:

par & Vx € Dy 3(—x) € Dy A f(x) = f(—x)

impars Vx € Dy 3(—x) € Df A f(x) = —f(—x)

Funcion par Funcién impar

Si f es par, su grdfica es simétrica respecto del eje de las y.

Si es impar, su grdfica es simétrica respecto del origen de coordenadas.

Crecimiento. Decrecimiento

Una funcion es creciente en un intervalo si en él, a valores mayores de x
corresponden imagenes mayores.
f es creciente enunintervalo I € Df © Vx; € [;Vx, € I/x; < x5 = f(x1) < f(x3)

f es decreciente en unintervalo I € Df © Vx; € [;Vx, € I/x; < x, = f(x1) > f(x3)

11
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2.5.2. Clasificacion de las funciones reales de una variable real

Segun las expresiones que intervengan en la ley de una funcién numeérica
f:A—>B/AcR A BcR,las funciones que estudiaremos, se pueden clasificar
como se indica en el esquema que sigue. Observen que las funciones cuya ley es

una expresion algebraica, se clasifican como éstas y llevan el mismo nombre.

.
e Enteras

Racionales
Algebraicas { Fraccionarias

Irracionales
\
f:A—-B/ASRABCR <
Exponenciales
Trascendentes ) Logaritmicas
Circulares

\
2.5.2.1 FUNCIONES ALGEBRAICAS

= Racionales enteras

A estas funciones se las llama funciones polindmicas puesto que su ley puede
expresarse mediante un polinomio. En todas ellas el dominio es el conjunto de
nUmeros reales (R).

f(X)=P(X)=a X" +..+a,+ax’+ax+a, /a, eR A neN,

a) Si el polinomio es de grado cero se llama funcién constante:
f:R > R/f(x)=a,

e m=0Aag=a,="=a,=0)

e Df=R; C ={ap}. Es parporque Vx € Dy 3(—x) € Df A f(x) = f(—x)
e No es biyectiva por no se inyectiva

o Vx; #x, = f(x) = f(xy)

e Su grdfica es unarecta

12
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Ejemplo:

b) Si el polinomio es de grado uno se llama funcién Afin:
f:R > R/f(x)=ax+a,
a : pendiente
a,: término independiente

X: variable independiente
e (n=1;ay#0)
e Df=R; C =R En general no es par niimpar. Solo si a, = 0 resulta impar
e Es biyectiva

e Su grdfica es unarecta.

Ejemplo 1:

Graficar la funcidon de ley y=x+5

Se grafica por ceros o raices, para ello se busca la abscisa al origen, donde la
funcion corta al eje x. Para ello se iguala a cero la ecuacion, es decir, x+5=0,
luego se despeja la x y se obtiene x=-5

A continuacién, se busca la ordenada al origen, es decir, la imagen del cero, en
la funcidn dada es y=5.

Se logra identificar el punto de interseccion con el eje y, es decir: (0; a,)

Para graficar se usa un sistema de ejes cartesianos y se ubican los puntos

obtenidos (-5; 0); (0; 5), como se puede observar en la siguiente grdfica:

13
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Ejemplo 2:

Graficar la funcion de ley y = —3x + 2

Primero se calcula cero de la funcion para ello se iguala a cero y se obtiene la
ecuacion -3x+2=0, luego se despeja la x:

—3x+2=0

-2
X =—
-3

2
X = =
3

Obteniendo asi el punto (2/3; 0), interseccidon con el eje x.

Luego se determina la ordenada al origen para ello buscamos la imagen del
cero, es y=2. Nos permite identificar el punto (0 ; 2), interseccion con el eje .

Para graficar se usa un sistema de ejes cartesianos y se ubican los puntos

obtenidos (2/3;0) ; (0; 2), como se puede observar en la grdfica:

14
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Se llama pendiente de una recta al aumento o disminucidn de la variable y por
cada aumento unitario de la variable x.

¢ Como identificamos dos rectas paralelas?

e Dos rectas son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales.

¢ Como identificamos dos rectas perpendiculares?

e Dos rectas son perpendiculares si y sélo si sus pendientes son reciprocas

opuestas.

Ejemplo 3:

Se la funcion de ley y = —3x + 2, cuya grafica es una recta. Se quiere graficar otra
recta y; que sea paralela ala representada y que contenga al punto P(2,1)

La recta que debemos determinar sabemos que tiene la misma pendiente que la
dada, es decir: y; = —3x + h. Para determinar h utilizamos el segundo dato que
tenemos de la recta, es decir el punto de paso, P(2,1).

Reemplazamos las componentes del punto en la ecuacion de la recta y;
obteniendo:1=-32+h=h=7

Entonces la ecuacion de larectaes: y; = —3x+ 7.

Ejemplo 4:
Se la funcion de ley y = —3x + 2, cuya grdafica es una recta. Se quiere graficar otra

recta y, que sea perpendicular a la representada y que contenga al punto A(3,2)

. . . 1
La recta que debemos determinar sabemos que tiene como pendiente m, = -=

. . 1 1
siendom = —3, es decir, que m, = — =3

. s 1 .
Entonces la ecuacidon de la recta buscada es: y, =§x+h. Para determinar h

utilizamos el segundo dato que tenemos de la recta, es decir el punto de paso,
A(3,2).
Reemplazamos las componentes del punto en la ecuacidon de la recta vy,

obteniendo: 2 = §.3 +h=h=1

., 1
Entonces la ecuacion de larectaes y, = Sx+1

15
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Actividad N° 3

Sean las leyes funcionales:

f(x)=%x—2 h(x) =—4x+1

Se pide, de cada una de ellas:

i
ii.
iii.
iv.
V.

Vi.

Dominio y Codominio.

Interseccion con el gje x.

Interseccion con el gje .

Grdfica. (Utilizar GeoGebra para realizarla)

Ecuacioén de una recta paralela que pase por el punto (-1; 3)

Ecuacioén de una recta perpendicular que pase por el punto (2; -4)

c) Siel polinomio es de grado dos se llama Funcién Cuadrdtica:

f:R - R/f(x)=ax?+bx+c
a: coeficiente principal
c: término independiente

X: variable independiente

Caso particular: a=1; b=c=0 = f(x)=x°

n=2;cAb+0)

D = R; C¢; = R,.

Es una funcién par porque: Vx € Dy 3(—x) € D¢ A f(x) = f(—x).

No es biyectiva por no ser inyectiva. Puede serlo si se restringe el dominio. En
ese caso admite inversa.

Su grdfica corresponde a una pardbola.

. . . , -b +
Tiene un eje de simetriaenx = x, = — o x, = -2

2a T2
Yo = f(x)
Coordenadas del vértice: (x, ; v,)
Los ceros o raices se obtienen a través de una ecuacion de segundo grado.
La concavidad de la pardbola depende del signo del coeficiente principal,
es decir del signo de a:

- Sia > 0 entonces pardbola es concava (abres sus ramas hacia arriba)

16
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- Sia < 0 enfonces pardbola es convexa (abres sus ramas hacia abajo)

Formas de expresar la ley de la funcidn cuadrdtica

> Expresién polindmica --> f(x) = ax? + bx + ¢
> Expresion factorial >  f(x) = a(x — x;)(x — xy)
> Expresion canédnica --> f(x) = a(x — x,)? +y,

Transformaciones posibles:

Dada la funciédn de ley f(x) = x2, para obtener:

filx) = x* + k la grdfica de f se desplaza k unidades hacia arriba

fo(x) = x?> — k la grdfica de f se desplaza k unidades hacia abajo

. f3(x) =(x+k)? la grdfica de f se desplaza: k unidades hacia la derecha si
k<0; k unidades hacia la izquierda si k>0
o fi(x)=ax?* si 0<a<1, las ramas de la pardbola se alejan del eje de

simetria; sia > 1 las ramas de la pardbola se acercan al eje de simeftria.

Ejemplos:
f)=x*y fit)=x*+k f)=x*y f(x)=x*—k
. Y -.f_
fG)=x*y f3(x) = (x + k)
k<0 k>0

17
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fx)=x* y fo(x) = ax?
0<axl1 a>1

Actividad N° 4: Situacion problemdtica.

Un proyectil describe la frayectoria de la grdfica dada por la funcion
h(t) = —14t? + 70t + 196, donde h es la altura en metros y t es el tiempo en
segundos. Calcular:

a) ;:Desde qué altura es arrojado el proyectil2

b) sCudl fue la altura méxima y en qué instante la alcanzé?

c) sEn qué instante toca el suelo?

Realizar la grdfica de la funcion descripta por el proyectil utilizando GeoGebra.

=>» Funciones racionales fraccionarias

P()  aX"+..+3X> +a,xX* +aX+a, vQ, (x) %0

Son funciones de ley f(x) = i i
Qn(®) b X" +..+b,x* +b,x" +bXx+b,

El grado del polinomio denominador no puede ser cero, debe ser mayor o igual a

uno.

Un caso particular de estas funciones es la Funcion Homogrdfica, cuando P y Q

son dos polinomios de grado 1, es decir:

d
f: R—{——}—)]R{ /y:ax+b’ conc=0y E;tE
C cx+d c d

18



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL
FACULTAD REGIONAL SAN NICOLAS

e La asinfota vertical es de ecuacidon x = —

al ol

e La asintfota horizontal es de ecuaciony =

Ejemplo:

2x+1

Analiza r la funciéon cuya ley es f(x) =
» AV. x=1(Asintota vertical)

x-1

» A-H. y=2 (Asinfota horizontal)

* Grdfica:

Actividad N° 5

Representar utilizando GeoGebra las funciones cuyas leyes son:

_ x_+2 _ 2x+1
flx) =22 90) =3

Actividad N° é

e Andlizar las funciones del fipo f : R—{0} —> R/y:in, con NeNy par.
X

e Andlizar las funciones del fipo f : R—{0} —> R/y:in, con NeN e impar
X

19
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=>» Funciones algebraicas irracionales

Son aquellas funciones en la cuales la variable independiente se encuentra

afectada por una raiz, por ejemplo:

Funcién raiz de indice par:

f: R;— R/y=%x,con neNy par

La mdas simple es la funcidn cuya ley es f(x) = Vx
e Esbiyectivasi f: R — RE/y=+/x porlo tanto admite inversa.

e Grdfica:

Actividad N° 7

e Anadlizar las funciones del tipo f: R—> R/y= t/x, con neN e impar.

2.5.2.2 FUNCIONES TRASCENDENTES

= Funcion Exponencial

Se llama asi a la funciéon definida por:

f:R> R/y=a*,cona>0y a=l
e D,=R

¢ C,=R'

e NO €s ni par niimpar.

20
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e Es biyectiva, si se considera f: R—> R*/y=a*, con a>0y a#1l, y en ese caso
admite inversa.

e Es creciente en su dominio si a>1. Es decreciente en su dominio si O<a<1.

Ejemplo 1:
> Sia>1
Sea f:R> R/y=3"
e Df=R
o (= R*
e Funcion creciente
e No fiene ceros

e Interseccion con el eje y: P(0; 1)

e GCrdfica:
Ejemplo 2:
> Si0<ax<l,

Sea f:R—> ]R/yz(%jx
e Df=R
e Cr=R"
e Funcién decreciente

e No fiene ceros

e Interseccion con el eje y: P(0; 1)

21
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e Grdfica:

Actividad N° 8:

Se toma una muestra de 20 bacterias las cuales duplican su nimero cada 30

segundos, siendo f(t) = 20(4)t. Hallar Dominio, Codominio y representar la funcién

graficamente en GeoGebra.

= Funcidn logaritmica

f:R"> R/y=log,x,con a>0y a=1l

e D,=R"

¢« C,=R

e No es ni par niimpar.

e Es biyectiva, y por lo tanto admite inversa.

e FEs creciente en su dominio si a>1. Es decreciente en su dominio si O<a<1.

Ejemplo 1:
> Sia>1
Sea f:R* » R/y =log, x

Funciodn creciente
Cero de la funcidn: x =0

Grdfica:
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Ejemplo 2:
» Si0<axl

Sea f: R*—HR/y:Iog}x

3

Df - ]R+ ) (Cf =R
Funcidon decreciente
Cero de la funcidn: x =0

Grdfica:

Actividad N° ¢

Dadas las siguientes leyes de funciones:

f(x) = log, x

g(x) = logix
4
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Se pide:

a. Dominio
Codominio
Interseccion con los ejes

Intervalos de crecimiento y/o decrecimiento

© o 0 O

Representar graficamente ambas funciones con GeoGebra
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