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Unidad N° 1 - Expresiones algebraicas

Se desarrollardn algunos de los tfemas de esta unidad y los casos particulares de
factorizacion o las operaciones con expresiones algebraicas, que suelen ser
temas mas tfrabajados en la Escuela Media, se recordardn mediante los ejemplos

de la parte prdactica.

1. Clasificacién de las expresiones algebraicas

Una expresidon algebraica es la combinacién de nUmeros, constantes o
variables, por medio de las seis operaciones matematicas.

Las constantes poseen un valor fijo. Para indicarlas, se utilizan las primeras letfras
del alfabeto: a, b, ¢,...

Las variables o indeterminadas, pueden admitir diversos valores dentro de un
conjunto dado. Para indicarlas se reservan las Ultimas lefras: v, v, X, vy, z.

Puede establecerse el siguiente cuadro de clasificacion segin las operaciones

aplicadas a las variables que intervengan en ellas:

] Enteras (polindbmicas) @
Racionales @
) Fraccionarias ®

Expresiones algebraicasy

Irracionales ®
con op. direc: + x, ( )" \

e indirectas : -, +, Qf
Ejemplos:
> 3a+b de @ -G
Jx -1
>2a_x—31 de ©- @ - ©
31y
> %XQ y de ® - @ -®

> 5x4—%x3+2ix2—3—8 X+ 1

de ©- @ -®
» ax+by+cz+d
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Dentro de las expresiones algebraicas enteras comenzaremos con el estudio de

los polinomios en una variable.

2. Polinomios en una variable

Un polinomio de grado n, en una variable (que indicaremos P(x) 6 Q(x) 6 G(x),

etc.) es toda expresion algebraica de la forma:
P(X) = an X"+ an1 X"H+ ... +a X +ag con a,#0 y neN

En esta expresion, an, an-1,...,Ao, se llaman coeficientes. Estos coeficientes pueden
ser nuUmeros reales o complejos.

La variable, también puede tomar valores reales o complejos. Para distinguirlos,
por lo general se utiliza P(x) para indicar los polinomios de coeficientes y variable
real y P(z) cuando se trabaja en el campo de los complejos.

El grado de un polinomio es el mdximo exponente de la variable: gr (P) =n
Cada término del polinomio se llama monomio. El monomio que determina el
grado del polinomio se llama término principal y su coeficiente an, coeficiente
principal. Si a, = 1 el polinomio se denomina ménico 6 normal.

Se llaman términos semejantes de dos polinomios, a los términos que fienen
idéntica la parte literal. Dos polinomios de igual grado, que tienen todos sus
términos semejantes, son semejantes.

Ejemplos:

e P(x) =x2+2x-4 esun polinomio con coeficientes reales, de grado
2, moénico o normal, cuyo término principal es x2.

e P(z) =222+ (2 -i) es un polinomio con coeficientes complejos,
también de grado 2, cuyo término principal es 2 y no es monico.

e Q(x)=5x2+3x-8 essemejante a P(x)
Un polinomio es nulo cuando todos sus coeficientes son nulos (aj =0 Vj) y no

tiene un grado determinado.
Si la potencia de la variable es, en cada término menor (mayor), que en el

anterior, el polinomio se dice ordenado en forma decreciente (creciente).
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Serd completo si figuran todas las potencias sucesivas de x, desde la que
determina el grado hasta la de exponente cero (0).

Dos polinomios P(x) y Q(x) son iguales si son idénticamente nulos o si aj=bj (j =
0,1,...n)yar(P)=gr(Q)

Dos polinomios son opuestos cuando los coeficientes de los términos semejantes
son numeros opuestos. El opuesto de P(x) se indica - P(x)

Ejemplos:

e P(x) =2x3-x4-1— no estd ordenado ni completo
e R(X)==-x4+2x3+0x2+0x—-1 —> estd ordenado y completo.

e Qx)=-2x3+x4+1 —> esopuesto de P(x)

2.1. Operaciones con polinomios

Las operaciones entre P(x), al igual que sus propiedades, son extension de las
operaciones y propiedades con nUmeros reales.

A confinuaciéon se mostrardn ejemplos y se dardn indicaciones sobre los mismos.

2.1.1. Adicion y sustraccién de polinomios

Dados P(x) = —2x3—5mx+ 3 Yy Q(2) = 3x —2+ 2mx, para hallar la suma vy la
resta se procede de |a siguiente forma:

Adicion: reduciendo en esta expresion los términos semejantes, aplicando la
propiedad asociativa.

P(x)+Q(x)=(-2x3—-5mx+ 3)+(3x —2+2mx) = (-2x3+ 3x3) + (-5mx+
Zma+ 3—2=x3-3mx+ 1

También se puede disponer en columnas los términos semejantes, de la siguiente
manera: —2x3—-5mx+ 3

+
3x3 —2+2mx
x3—-3mx+ 1

Para sumar varios polinomios entre si, o polinomios y monomios, se coloca uno

debajo del otro, de manera que los términos semejantes queden en columna.
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Se hace la suma parcial de cada columna y se escriben estos resultados
parciales uno a confinuaciéon del otro, con sus respectivos signos.
Sustraccion:

Q) —PX) =(3x3 —2+4+2mx)—(—2x>*—-5mx+ 3)=5x3+7mx— 5

También se puede disponer en columnas los términos semejantes de los
polinomios a restar, de la siguiente manera, transformando en una suma del
primer polinomio con el opuesto del segundo polinomio. Siguiendo con el
ejemplo dado:
3x3 +2mx—2
+

2x3 +5mx— 3
53 +7mx—5

2.1.2. Multiplicacién y division

Dados los polinomios: P(x) = —-2x3 + x + 3,
Clx) = 2x*+4x+9
Qx) = x + 2
para hallar C(x).Q(x) y P(x) : Q(x), también se puede aplicar el algoritmo de la
cuenta de multiplicar y dividir entre nUmeros, para ello se necesita ordenar vy
completar los polinomio.
+ ¢Como procedemos para resolver C(x).Q(x)?
La multiplicaciéon de polinomios se efectia empleando el mismo procedimiento

que se usa para multiplicar nUmeros reales.

Por ejemplo, para resolver C(x).Q(x) procedemos:

—2x%> 4+ 4x + 9
X x + 2

—4x% + 8x + 18
—2x3 4 4x% +9x

—2x3 +0x%+17x + 18
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+ ¢Como procedemos para resolver la divisién entre polinomios C(x): Q(x)?
La division de polinomios se efectia empleando el mismo procedimiento que se

usa para dividir a los nUmeros reales.

Dividendo Divisor
P(x) |Q(x) donde:| p(x) = C(x).Q(x) + R(x)
R(x) C(x)

Resto Cociente

+ ¢;Qué condiciones se deben cumplir para la division de dos polinomios?

» Grado de P(x) >= Grado de Q(x)

Los polinomios deben estar ordenados segun las potencias decrecientes de x

Y

» Los polinomios deben estar completos, colocando coeficientes nulos en los

términos que faltan

En particular, cuando R(x) = 0; se dice que P(x) es divisible por Q(x), y se escribe:

P(x)
=C(x
e
Ejemplo:
ConR(x) =0
Ox* +0x3 —4x® +4x—1 | 3x2 —2x+1
—9x* + 6x3 — 3x? 3x2+2x—1

6x3 —7x* +4x — 1
—6x3 + 4x% — 2x
—3x?+2x—-1
+3x%2 —2x+1
0

Es decir: C(x) = 3x? + 2x — 1,R(x) = 0. La divisidon es exacta.

Ejemplo:
ConR(x)#0
2x3 +4x%> +0x -3 x2 -2
—2x3 + 4x 2x + 4
4x% + 4x — 3
—4x? +8
4x + 5

Esdecir: C(x) =2x+4, R(x) =4x+5
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Actividad N° 1

Comprobar en el eemplo (1) que el polinomio dividendo es
Ox* —4x% +4x—1

Actividad N° 2

Fundamentar en el ejemplo (2) el grado del polinomio cociente.
+ Regla de Ruffini

Es un método prdctico que se utiliza para dividir un polinomio P(x) por otro cuya
formasea Qx)=xta

El polinomio dividendo debe estar completo y ordenado.

Se escriben alineados los coeficientes del dividendo

El coeficiente principal se “baja” sin ser modificado; luego se lo multiplica por el
opuesto del término independiente del divisor y se suma con el segundo
coeficiente; y asi sucesivamente hasta llegar al resto.

Los nUmeros que se obtienen son los coeficientes del cociente y el Ultimo valor es
el resto

El polinomio cociente es un grado menor que el polinomio dividendo.

Dividendo Divisor
—) 2x3 +5x% —1x -5 x +
l + + +
— 4 -2 Ii
r2/,17 -3 1 —l
=) C(x) =2x%2+1x -3 R(x)=1
Cociente Resto

Actividad N° 3

Dados los polinomios P(x) =5x?+2x—1 y Q(x)=x—1, redlizar la division

P(x): Q(x) utilizando la regla de Ruffini.
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Valor numérico de un polinomio

El valor numérico de un polinomio es el resultado que se obtiene al efectuar las
operaciones indicadas en él, una vez reemplazada |la variable por un cierto
valor asignado.

El valor numérico de P(x) para x = x,, se indica P(xo)

Ejempilo:

Sea P(x) =9x*+0x3—4x?+4x—1 y se pide el valor numérico para x, = -2
entonces P(—2) =9(-2)* —4(-2)> +4(-2)= 144-16—-8—-1=119

+ Teorema del Resto

El resto de la division de un polinomio por otro de la forma x+a, es el valor que resulta
de reemplazar la variable del dividendo por el valor opuesto del término independiente

del divisor.

Solo se aplica para calcular el resto de la division y el divisor debe ser un binomio de

grado uno y el coeficiente principal igual a uno.

Actividad N° 4;

Aplicando el teorema, verificar en el ejemplo (1) que el resto es igual a 0.

2.2. Ceros o raices de un polinomio

Los ceros o raices de un polinomio son los nUmeros a € R para los cuales el valor

numeérico del polinomio se anula, o sea a. / P(a)=0

Ejemplo:

Dado el polinomio:
R(x) =x%2-3

R(x) = o?—3

R(x)=0 => «?=3 => x=+V3

Ejemplo:
Dado el polinomio:

P(x) = +9
X) =x+7
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9
P(OC) =X +§

9

Actividad N° 5

. . 1 .pe . 1 ,
Dado el polinomio T(x) = 2x* — 3x2 — v verificar si a = —> ©s cero o raiz del
polinomio. Justificar

+ ¢Como obtener los ceros o raices aplicando el Teorema del Resto (TR)?

Un valor a € R es cero de un polinomio P(x) € C(x) si P(x) es divisible por el binomio
(x - a) (la division es exacta), o, lo que es lo mismo, el resto de dicha division es

cero, por teorema del resto.

O sea: siP(x) e C(x), a es cero de P(x)—» % =C(x)— R(x) =0

Ejemplo:
Dado el polinomio P(x) = x* +x3—6x2 —4x+8 y Q(x) =x—1

1 1 -6 -4 8
e 1 1 2 -4 -8
1 2 —4 -8 0 R(x)

2.3. Ecuacidén asociada a un polinomio

Dado un polinomio P(x) € R, se llama ecuacién asociada al polinomio igualado a
cero: P(x) =0

La ecuacion general, de grado n con una incognita x, es:

| P(x) =apx"+ap_x" 1+ +ax+a,=0 |

Dénde a; son coeficientes conocidos y n es el grado de la ecuacion
Se llama raiz de la ecuacion a cualquier nUmero o € R que sustituido en lugar de
x, verifique la ecuacion. O sea:

aesraizdeP(x) =0 —» P(a)=0
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Si o esraiz de P(x) = 0, entonces a es raiz de P(x). Es decir, la raiz del

polinomio P(x) coincide con la raiz de su ecuacion asociada P(x)=0

De acuerdo con el gradon =1, 2, 3, ..., n las ecuaciones son llamadas:
v arx+ap=0 lineal e. 2x-1=0
v o axx2+aix+ap=0 cuadrdtica ej. 3x2+2x-1=0
v azx3+axx2+a;x+ap=0 cubica e. x3+x2+x-1=0

2.4. Forma factorial de un polinomio y de su ecuacion asociada

Todo polinomio P(x) € R, de grado n y coeficiente principal an, puede escribirse
de manera Unica como un producto de la forma:

Px)=a,(x — al)(x — a2).....(x — )

donde o , 1, ..... , o, sonraicesde P(x) = 0

Ejemplo:

Px)=x*—-1=(x+1).(x—1)
+ ¢Cudles son las propiedades que cumple?

v "Todo polinomio de grado n >1 tiene exactamente n raices”
v "Todo k. P(x), con k e R tendrd Ias mismas raices que P(x)"
Comencemos con un caso conocido. Todo polinomio de segundo grado de la

forma P(x) = ax?+ bx + ¢ tiene dos raices.

Luego, se puede factorizar de la siguiente forma: [P(x) = a (x — x) . (x — x)|

Ejemplo:
Veamos el siguiente caso: P(x) = 3x2 +5x (¢ = 0)

Su ecuacion asociada se puede resolver faciimente mediante la factorizacion.
x(3x +5)=0 Factorizando

x=0 Vv 3x+5 =0 Utlizando el principio de la igualdad producto a cero

x =0 A x=——

. : . . 5
Estos nUmeros satisfacen la ecuacion, de modo que las soluciones son 0 y — 3



UNIVERSIDAD TECNOLOGICA NACIONAL
FACULTAD REGIONAL SAN NICOLAS

Toda ecuacion cuadratica de esta forma siempre tendra al nOmero 0 como una
solucion.

Luego, el polinomio se puede escribir como: |P(x) = x.(x — Z)

Ejemplo:
Para factorizar P(x) =3x2—6 (b =0)
3x2—-6=0 Utilizando la propiedad uniforme de la adicién

3x2=6 Multiplicando ambos miembros por %

x2=2 x=+vV2 A x= —/2
Esto lo podemos abreviar como sigue: x = ++/2

Luego, [P(x) = 3(x —v2).(x + v2)

En ocasiones las soluciones de la ecuacidon asociada que se obtienen son

nUumeros complejos.

Ejemplo:
Para factorizar P(x) = 4x2+9 (b = 0)

4x?> = -9 Sumando — 9 a ambos miemlbros
9 - . 1
x? =— 2 Multiplicando ambos miembros por 2
9 9 ,
x= [=7 ANx=—|-7 Encontrando las raices cuadradas
3. 3. 3.
X==-I N xX=——i —» x=+-i
2 2 2

P(x) = 4<x— gi).<x + gl>‘
Ejemplo:

Sabiendo que en la ecuacidn x® + 3x* —5x3 — 15x%2 + 4x + 12 =0, fres de sus
raices son o =1;a =—-1; a3 =2, enconfrar las otras dos vy expresar
factorialmente el polinomio asociado.
Ser¢d: P(x)=(x—aq)(x — ap)(x — a3) .P3(x)
L‘J
gr=n-3=5-3=2

10
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Debemos determinar P3(x) que, por ser de grado 2, permitird calcular sus raices

aplicando la Resolvente de la ecuacion P3(x)=0 cuadratica.

P
xX—a

araiz—» = P;(x) Efectuamos (por Ruffini) estos cocientes para

cada valor de a, bajando en 1 el grado del P cociente con cada division.
1 3 -5 -15 4 12

1 1 4 -1 -16 -12
1 4 -1 -16 -12 0 — coeficiente Pi(x) gr (P1) =4
-1 -1 -3 4 12
1 3 4 -12 0 — coeficiente Pa(x) gr (P2) =3
2 2 10 12
1 5 6 0 —» coeficiente P3(x) gr (P3) = 2

P3(x) = x2+5x+6

Hasta aqui P(x) = (x = 1) (x + 1) (x =2) (x2 + 5x + 6)

k___“f___J
raices ¢
— \Vh2—
Aplicando la resolvente: &4 , = W / o4 = -2
_BE+./95_
X2 4+5x+6=0 —» 4,5 = M
2 \
o5 =-3
= P = (x—Dx+1) (x = 2)(x + 2)(x + 3|

2.5. Multiplicidad de una raiz

Observamos la siguiente ecuaciéon de variable real x:
P(x)=x?2-8x+16 = 0

8+v64—-6
2

A

Susraices serdn: a;, =

11
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Enfonces o = o Yy [P(x) = (x—-4)(x—4) = (x —4)4

En este caso se dice que a es raiz doble de P(x) = 0 o que su orden de
multiplicidad es 2.

El orden k de multiplicidad de una raiz a en P(x) = 0, es el nUmero de veces que
el polinomio P(x) es divisible por otro de la forma  (x - ¢).

Asi, una raiz de P(x) = 0 tiene orden de mulfiplicidad k, si el polinomio P(x) es
divisible R(x)=0) por (x - gJ*.

2.6. Cdlculo de las raices

2.6.1. Consideraciones generales

Sabemos que la ecuacion de primer grado a1 x + ao = 0 tiene resolucion
inmediata y que para resolver una ecuacion cuadratica

ax? + pbx + ¢ = 0 se ha utilizado reiteradamente la expresidn de su resolvente.

—b +Vb? — 4ac
24

1,2 =

Las ecuaciones de tercer y cuarto grado pueden también resolverse por
formulas exactas que son, no obstante, de laboriosa aplicacion.

Siendo la determinacién de las raices de una ecuacion algebraica un problema
de interés, se han desarrollado métodos de aproximacion que dan su valor con
un margen de error admitido, y que actualmente se ven facilitados con el uso de
ordenadores.

No se incluyen estos temas en el ingreso por lo cual, nos limitaremos a dar
algunas propiedades que permitan obtener las raices sélo de determinados tipos
de ecuaciones.

2.6.2. Raices imaginarias de ecuaciones con coeficientes reales

Si una ecuacion P(x) = 0 / P(x) e R tiene una raiz compleja a, también tendrd
como raiz el conjugado de a.

Consecuencias

= El nUmero de raices complejas no reales de un P(x) R es par.

12
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= Si P(x) es de grado impar, tiene por lo menos una raiz real.
= Si P(x) es de grado impar, tendrd un niUmero impar de raices reales; si es

par, un nUMero par o ninguna raiz real.

2.6.3. Raices racionales de un polinomio a coeficientes enteros

+ Teorema de Gauss

Sea un P(x) con coeficientes enteros, si P(x) = 0 fiene una raiz racional; a € Q, de

. s . . r . , ..
expresion irreducible B (r e I, s € Z, primos entre si) entonces r es divisor del

término independiente ap y s del coeficiente principal an.

. . . r divisor de
O seq, el polinomio P(x) con coeficientes enteros — o, =~ = —a‘)
T S divisordea,

Posible a € Q

En consecuencia: Si P(x) es ménico (coeficiente principal igual a 1) entonces

tiene un cero racional, y dicho cero es entero.

Ejemplo:
Estudio de un polinomio P(x) con o € Q
l—an l_ aO

DOdOP(x)=%x6—2x5+2x4+3x3—5x2+4 =0

Determinar las raices de P(x) = 0 y expresar al polinomio por su descomposicion
factorial.
1°- Determinacién de P'(x) =kP(x) / P'(x) €Z

Como el polinomio dado tiene coeficientes racionales, buscamos un polinomio
equivalente (=raices) P'(x) e Z para aplicar Teorema de Gauss.
Si k=2 k.P(x) € Z
’ 1 6 5 3 4 3 2
P(x)=2(5x —2x°+ Ex +3x°—5x“+4)

13
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P(x)=x°—4x°+3x*+6x3—-10x%+38
1 1

)

a,=1 a,=38

2°- Determinacion de posibles raices racionales

r _ divisordea, _ divisorde8 _~ {+1+2,+4,+8 |
s divisordea,  divisordel '\ {£1}
a,={+1,+2,+4,+8)

ap =

P (x)

3°- Seleccion de raices racionales mediante

= Q(x)

|
divisible (R(x)=0)

ap\

1 3 0 6 -4 -4 4 ¢O—>ap=lnoesro|'z

— a, =-1 esraiz
-1 6 -14 16 -8
-1 7 21 37
1 -7 21 -37 45 = 0
2 -8 12 -8
1 -4 6 -4 0 —q, =2 esraiz

1 2 2 0
N J

Py(x); gr Py(x) =2

4°- Cadlculo directo de las raices restantes
1+

_ 24_r\/4-8_2J_r\-4_24_r2i_/
2 2 2
N

Py(x)=x2-2x+2=0 s

14
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Las raices del polinomio P'(x) son a;=a,=-1 raiz doble; as=a,=2 raiz doble; as=1+i A

ae=1-i raices conjugadas

5°- Descomposicion factorial de P(x)

P(x) = a,(x —a) (x —a))*2 ..(x —a ) ki+ky++k.=n

P =2 (x + D2 (x- 2)2. (x-(1- l)) Cx-(1 + D)

2.7. Casos de factoreo:

Considerando que la factorizacion de polinomios de n cantidad de términos se
expresa como un producto de polinomios primos, mencionamos también los
siguientes casos de factoreo:

2.7.1. Factor comun

Para emplear este método se debe tener en cuenta la propiedad distributiva del
producto respecto de lasumayresta: a.(btc)=a.bta.c

El factor a se repite en ambos términos

El factor comUn puede ser la variable del polinomio elevada a la menor
potencia y/o el DCM de todos los coeficientes del mismo

Ejemplo 12

P(x) = —12x% + 6x° — 15x3
=—4.3x3. x> +2.3x3.x? = 5.3x3
= 3x3(—4x3 + 2x? — 5)

2.7.2. Trinomio cuadrado perfecto

Es un polinomio de tres términos que resulta del desarrollo de un cuadrado de
binomio

15
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(x+a)=(x+a)x+a)=x%+2ax + a?

cuadrado de un binomio expresion frinomio cuadrado
factorizada perfecto

expresion factorizada del desarrollo del cuadrado de

frinomio cuadrado perfecto un binomio

Ejemplo 13

P(x)=x2+6x+9=x%+2.3x+ 3% 5[(x + 3)7

X 3

2.7.3. Cuatrinomio cubo perfecto

Es un polinomio de cuatro términos que resulta del desarrollo de un cubo de
binomio

x+a)¥=x+a)x+ta)(x+a) =x3+3ax?>+3a’x +ad

cubo de binomio expresion cuatrinomio cuadrado
factorizada perfecto

expresion factorizada del desarrollo del cubo de

cuatrinomio cuadrado perfecto binomio

Ejemplo:

P(x) =x3+6x2+12x+8=x3+3.2.x%+3.2%x + 23 =[x £ 2)7]
X 2
2.7.4. Diferencia de cuadrados
Este método consiste en realizar el producto entre dos binomios conjugados
x’—a’=(x—a).(x+a)
Ejemplo:
x2—25=x2-52=(x—-5).(x+5)
x 5
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